Mathematische Facharbeiten

Rideger Baumann

Unter einer mathematischen Facharbeit ist die Dokumentation einer mathematischen Projektaufgabe zu
verstehen. Es werden Vorschlége zu Themenwahl, Aufgabenformulierung und Gliederung solcher Fach-
arbeiten gemacht und vier Themenbeispiele vorgestellt.

Das Ziel der Arbeit in der gymnasialen Oberstufe 183t sich (gemél einer Vereinbarung der
Kultusministerkonferenz vom 28. 2. 1997) mit den Begriffen vertiefte Allgemeinbildung,
allgemeine Studierfahigkeit und Wissenschaftspropadeutik umschreiben. Unter diesem Aspekt
soll der Leistungskurs in der gymnasialen Oberstufe der algemeinen Studien- und Berufs-
vorbereitung dienen und exemplarisch in wissenschaftliche Fragestellungen, Methoden und
Reflexionen einfihren. Er ist auf eine systematische Beschéftigung mit wesentlichen, die
Komplexitét des Fachgebiets verdeutlichenden Theorien, Modellen und Methoden gerichtet.
Im Leistungskurs sollen die Schiller Gelegenheit bekommen, Uber einen langeren Zeitraum
selbstandig zu arbeiten, dabel eine umfangreiche und komplexe Aufgabe bewdltigen und ihre
Tétigkeit in einer Facharbeit dokumentieren.

Aufgrund dessen hat die Kultusministerkonferenz der Facharbeit seit 1&ngerem einen bedeuten-
den Stellenwert eingeraumt. Nach geltender Vereinbarung kann eine Facharbeit an die Stelle
der Leistungsbewertungen in den beiden Leistungsfachern im letzten Halbjahr der Kursstufe
treten und in die Gesamtqualifikation fur das Abitur eingebracht werden. In Niedesachsen ist
die Facharbeit as ene fir alle Schilerinnen und Schiler obligatorische Leistung eingefihrt
worden. Sie wird in einem Leistungsfach erbracht und mui3 sich daher an den Lernzielen, den
Kursinhalten und dem Anforderungsniveau des betreffenden Leistungsfaches orientieren. Die
Schiler sollen nachweisen, dal? sie in Form einer schriftlichen Arbeit ein auf ein begrenztes
Gebiet bezogenes Thema innerhalb eines vorgegebenen Zeitraums mit Hilfe von wissenschafts-
bezogenen Fragestellungen und Arbeitstechniken selbstandig bearbeiten kénnen.

Die folgenden Ausfiihrungen orientieren sich an einem Aufsatz im nichtamtlichen Teil des
Schulverwaltungsblatts fir Niedersachsen (Bade u. a. 1998) und suchen diese fir das Fach
Mathematik zu spezifizieren und an Beispielen zu erlautern. Es heif3t dort:

»1m Fach Mathematik werden in Klausuren im allgemeinen gegliederte, auf einen Themenkomplex beschrénk-
te Aufgaben mit konkreten Arbeitsauftrdgen gestellt. (...) Die Facharbeit hingegen zielt auf eine eigensténdi-
gere Schilerleistung. Es sollten deshalb komplexere, offenere Problemstellungen zu erarbeiten sein, die nicht
nur kalkilmélig zu erfassen sind. Mathematische Software kann hier wertvolle Hilfe leisten und wird ggf.
auch in einer Facharbeit einsetzbar sein® (Badea a. O., S. 28).

Die Suche nach geeigneten Themen mit ,komplexeren, offeneren Problemstellungen® ist
schwierig und zeitaufwendig. Wahrend es fur Klausur- und Abituraufgaben bewéhrte Samm-
lungen gibt und - z. B. auch in dieser Zeitschrift - immer wieder geeignete Beispiele publiziert
werden, liegt im Fall der Facharbeiten noch fast nichts vor. Einen ersten Versuch in dieser
Richtung machen Steinberg und Ebenhdh (1998). Zu erwéhnen sind auch die Bemiihungen von
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Herget und Scholz um ,,die etwas andere Aufgabe” (1998). Die Begleitung und Bewertung der
Arbeiten erfordert einen Aufwand, der weit Uber das gewohnte Mal3 des Oberstufenunterrichts
hinausgeht; auf3erdem herrscht Unsicherheit hinsichtlich der Anforderungen: ,,Aus der Schul-
praxis ist mir bekannt, dal3 viele Kollegen Umfang und Niveau einer solchen Belegarbeit
[sprich: Facharbeit] im Fach Mathematik der Sekundarstufe Il nur schwer einschétzen konnen®
(Grunert 1998, S. 278).

Esist dso dringend nétig, soll das Ingtitut ,, Facharbeit* nicht scheitern, Anleitung und Hilfen
beziiglich Themenfindung, Begleitung und Bewertung zu geben und einen Erfahrungsaus-
tausch anzuregen. Die im folgenden vorgestellten Beispiele und V orschlége gehen von der An-
nahme aus, dal3 — zumindest zeitweise, namlich wahrend der Anfertigung der Facharbeit — ein
Computeralgebra-System (z. B. Derive) oder ein Taschencomputer (etwa TI1-92) eingesetzt
wird.

1 Was sind und was sollen Facharbeiten?

Unter einer mathematischen Facharbeit ist die Dokumentation der Bearbeitung einer mathe-
matischen Projektaufgabe zu verstehen. Projektaufgaben zielen Uber die gewohnten Problem-
|6se-Aufgaben des Mathematikunterrichts hinaus, indem sie den Lernenden mehr Freiraum fir
eigenes Denken und Handeln einrdumen. Sie suchen die Idee zu redlisieren, dal? die Schiler
nicht nur als Konsumenten vorgegebenen Wissens, sondern (teilweise) als Produzenten ihres
Wissens und damit as fir ihr eigenes Lernen (mit-) verantwortlich angesehen werden.

Die Erstellung einer mathematischen Facharbeit, erfordert zwel Fahigkeiten:

* Erstens die Fahigkeit, die Lésung einer komplexeren mathematischen Aufgabe eigenverant-
wortlich zu planen und durchzuftihren.

» Zweitens die Fahigkeit, die Arbeitsergebnisse in geeigneter Form zu dokumentieren, d. h. in
schriftlicher Form festzuhalten und damit anderen versténdlich und nachvollziehbar zu machen.
* Ferner wird i. d. R. zusétzlich verlangt, die Facharbeit in einem Referat vor der Lerngruppe
oder in einem Kolloquium vor Lehrpersonen zu présentieren.

2 Themenfindung und Aufgabenformulierung

Die Kunst der Aufgabenformulierung besteht darin, einen Mittelweg zwischen Offenheit und
strikten Vorgaben zu finden; dazu im folgenden drei Gegenbeispiele. In einer vom Staatl.
Seminar fur Schulpadagogik Karlsruhe im Internet publizierten Sammlung von Projeki-
aufgaben (http://www.uni-karlsruhe.de/~zal22/projekte) findet sich folgende Aufgabe:
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Strafle und Fluf

Der Verlauf einer Stral3e beziiglich eines bestimmten Flusses [&% sich in einem Koordina
tensystem (Langeneinheit: 1 km) folgendermal3en beschreiben: Der Flul3 genligt dem
Term x?, die StraRe dem Polynom ax® + bx® + cx + d. Die Strale iberquert den FluR mit
drel Brickenin(-1]1), (0]0) und (1| 1); im letzten Punkt sogar rechtwinklig. Bei (1] 2)
befindet sich ein Rickhaltebecken; vor dort fihrt ein geradliniger Kanal auf dem kiirzesten
Weg zum Ful3. (1) Bestimmen Sie & b, ¢ und d. (2) Wie weit sind die Briicken vonein-
ander entfernt (Luftlinie bzw. Wasserweg)? (3) Unter welchem Winkel kreuzen die ande-
ren beiden Briicken den Fluf3? (4) Wo mindet der Kanal vom Rickhaltebecken in den
Flu3? (5) Von der bestehenden Stral?e aus soll ein moglichst kurzer Weg zum Ruickhalte-
becken gebaut werden. Wo auf der Stral3e soll er abzweigen? (6) Wo muf3 der Weg von
Aufgabe (5) abzweigen, wenn er geradlinig verlaufen und nirgends Uber Wasser fihren
soll? (6) Das Land zwischen Flufd und Stral3e gehtrt im Bereich zwischen der ersten und
der letzten Briicke einem Bauern. Wie grol3 ist diese Flache?

Die Aufgabenstellung scheint mir insgesamt etwas zu kleinschrittig, d. h. sie dhnelt zu sehr den
ublichen Klausuraufgaben. Ins andere Extrem fallen Steinberg und Ebenhéh (1998, S. 79):

Kurven in Parameterdarstellung

Stellen Sie an die durch x(t) = -t + t%, y(t) = -4t + t* (t T R) beschriebene Kurve Fragen
und versuchen Sie, diese Fragen selbst zu beantworten.

Abgesehen von der etwas merkwirdigen Vorstellung, dai3 die Schiler an eine Kurve Fragen
stellen und dann nicht ,,die Kurve sprechen lassen”, sondern die Fragen ,, selbst beantworten®
sollen, ist eine solche Aufgabenstellung wohl etwas zu offen. Im vorliegenden Fall kdnnen die
Schiler sich alerdings am vorangegangenen Unterricht orientieren, da Kurvendiskussionen
dieser Art sicher vorgekommen sind. Schlief3lich sollte eine Aufgabe sich auch nicht zu sehr an
L ehrbuchtexte anlehnen, so dal3 die Schiler im wesentlichen nur jenen Text reproduzieren und
eventuell mit einigen Beispielen anreichern missen, wie es in folgender Aufgabe (Grunert
1998) geschieht:

Die linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

(1) Erléautern Sie, was man unter einer Differentialgleichung und deren Ldsung versteht,
und gehen Sie auf die Schreibweisen ein. Geben Sie eine Ubersicht tiber die Einteilung der
Differentialgleichungen. Konzentrieren Sie sich dabel besonders auf die linearen Diffe-
rentialgleichungen 1. Ordnung. (2) Entwickeln Sie aus der allgemeinen Form oder Nor-
malform (...) die Sonderfédle ... (usw).

Facharbeits-Aufgaben sollten einen elementaren, eventuell durch Grafiken zu veranschau-
lichenden Einstieg erlauben, der jedem Schiller zuganglich ist, weil er an bekannte Inhalte und
Methoden des Unterrichts anknipft, und weil in der Aufgabenstellung vergleichsweise prazise
Vorgaben gemacht werden. Dann aber missen anspruchsvollere, insbesondere komplexere
Fragestellungen folgen, die sich vom vorangegangenen Unterricht mehr und mehr 16sen und
von den Bearbeitern grofere Selbsténdigkeit verlangen.
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Ferner ist es notig, die Schuler in die Methodik der Bearbeitung solcher Aufgaben, insbeson-
dere deren Dokumentation, einzufiihren. Es geht nicht an, von den Schilern, die jahrelang an
einen happchenweisen, rezeptorientierten Unterricht gewdhnt wurden, plétzlich zu verlangen,
dald sie sich mit einer offenen Problemstellung selbsténdig auseinandersetzen. Es sollte ihnen
ein Methodenreservoir zur Verfigung stehen, und sie sollten mit Strategien des selbstéandigen
Arbeitens vertraut sein. Dies kann nicht an einer einzigen Facharbeit erworben werden. Bel
padagogisch sinnvollem Vorgehen miifde, vom Beginn der Oberstufe an, das Ende eines jeden
Halbjahrs einer Facharbeit gewidmet sein. Zunéchst wéaren die Anforderungen vergleichsweise
bescheiden, spéter wiirde ein grof3erer Umfang und erhdhte Komplexitét verlangt.

3 Aufbau und aufRere Form der Facharbeit

M athematik-Facharbeiten kbnnten wie folgt gegliedert sein:

(2) Ziel der Arbeit, (2) Durchfihrung, (3) Diskussion, (4) Anlagen, (5) Literatur.

(1) Im Gliederungspunkt Ziel der Arbeit wird das mathematische Problem dargestellt, dessen
Losung sich die Schiller zum Ziel gesetzt haben. Es durfte sich dabei um eine Paraphrase der
vom Lehrer gestellten Aufgabe handeln - in der Form, wie die Schiler sie sich zu eigen ge-
macht haben, eventuell mit einigen Erl&uterungen.

(2) Im Punkt Durchfuhrung stellen die Schiiler ihre L6sung des Problems dar.

(3) Der Gliederungspunkt Diskussion dient vor alem der Ruckschau und (selbstkritischen!)
Reflexion des eigenen Vorgehens; ferner konnen weitergehende Uberlegungen angestel It wer-
den, die sich (z. B. aus Zeitgriinden) nicht mehr realisieren lief3en.

(4) In der Anlage konnen ggf. eingesetzte Hilfsprogramme, mit dem Computeralgebra-System
erstellte Protokolle etc. wiedergegeben werden.

Um die Schiller auf das vorzubereiten, was von ihnen erwartet wird, sollte man ihnen an einem
Muster zeigen, wie die Facharbeit etwa auszusehen hat. (Die folgende Aufgabe stiitzt sich auf
Jacobs 1995).

Thema: Klassifikation von Parabeln nach der Gestalt

Unter den Parabeln (Graphen von Polynomfunktionen) gibt es die unterschiedlichsten Formen,
deren Kompliziertheit im allgemeinen mit dem Grad des Polynoms wéachst. Bezeichnen wir ein
Extremum (Hoch- oder Tiefpunkt) mit dem Buchstaben e, einen Sattelpunkt mit s und einen

Wendepunkt (der kein Sattelpunkt ist) mit w, so wird z. B. eine bestimmte S-formige Parabel
dritter Ordnung durch das Wort ewe (»Extremum—Wendepunkt—Extremum«) gekennzeichnet.

Dazu ein Beispiel: Wenn die Funktion g vom Typ swe ist und den funf Bedingungen
g(O) = O’ g(l) = _1’ 9(2) = O’ g,(l) = _21 g, , (1) =0
gentigt, so definieren wir

Daten := [[0, O, 0], [O, 1, -1], [0, 2, O], [1, 1, -2], [2, 1, O]].
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Die erste Komponente eines Tripels ist die Ableitungsordnung, die zweite Komponente ist die
Stelle der Ableitung, die dritte Komponente ist der Wert der Ableitung (dabei wird die
Funktion selbst a's »nullte Ableitung« betrachtet). Mit einem Derive-Programm (siehe Anlage
5.1) lassen sich die Daten auswerten; Aufruf poly(Daten). Das Ergebnis lautet: g(x) = x4 — 2x3.

(Fig. 1)

-1 1

-1

-2 . E

Den Schulern wird dieser Sachverhalt ausfihrlich erléutert, dann erhalten sie folgende

Aufgabe: Es sollen die verschiedenen Parabeln dritter, vierter, funfter, ... Ordnung durch
Worter aus den Buchstaben e, s und w gekennzeichnet werden; vom Computer ist je eine
typische Parabel zu zeichnen. Fur einen selbstgewahlten Typ (z. B. ewewe) ist eine voll-
stdndige Kurvendiskussion durchzufiihren. Erwiinscht sind auch Aussagen der Form:
»Unter den Parabeln vierter Ordnung gibt es nur folgende Typen ...« (als Behauptung mit
Begriindung oder Beweis).

Format der Facharbeit (Muster)

Birte Birzel MATHEMATIK-FACHARBEIT Celle, 12. 2. 1999
Leo Lingen Jahrgangsstufe 12

KLASSIFIKATION VON PARABELN

1 Ziel der Arbeait

Wir haben uns vorgenommen, die Parabeln dritter, vierter und funfter Ordnung nach ihrer
Form zu klassifizieren. Die Form (oder Gestalt) einer Parabel wird davon bestimmt, welche
lokalen Extrema (Hoch- oder Tiefpunkte), Sattel punkte oder Wendepunkte (die keine Sattel-
punkte sind) sie besitzt. Auf die Lage der Kurve im Koordinatensystem und ihre genauen Pro-
portionen kommt es dabel nicht an.

2 Durchfihrung
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Wir bezeichnen ein Extremum mit dem Buchstaben e, einen Sattel punkt mit s und einen Wen-
depunkt, der kein Sattelpunkt ist, mit w. Zur Ermittlung des Funktionsterms verwenden wir
ein Derive-Hilfsprogramm, das uns vom Mathematiklehrer zur Verfiigung gestellt wurde (siehe
Anlage 4.1).

2.1 Parabeln dritter Ordnung

Bel Parabeln dritter Ordnung gibt es genau drei Typen, namlich (1) den Typ s, (2) den Typ w
und (3) den Typ ewe. Diese Tatsache ist aus dem Unterricht bekannt; wir gehen daher auf die
Parabeln dritter Ordnung nicht weiter ein.

2.2 Parabeln vierter Ordnung

Unter den Parabeln vierter Ordnung haben wir funf Typen gefunden, ndmlich: (1) eww,
(2) wwe, (3) ews, (4) swe, (5) ewewe.

a) Die Typen eww und wwe
Da wwe zu eww offenbar achsensymmetrisch gewahlt werden kann, betrachten wir nur einen
der beiden Félle, ndmlich den Typ eww. Der Graph soll durch den Ursprung sowie den Punkt E
= (— 4| —4) verlaufen, was die Bedingungen (1) g(0) = 0 und (2) g(— 4) = — 4 ergibt. Ferner
sei E ein Extremum, was (3) g’ (- 4) = 0 liefert. Die Wendestellen seien 1 und —2; damit be-
kommen wir die Bedingungen (4) g’(1) = O und (5) g’ (-2) = 0. Diese finf Bedingungen
ergeben folgende Liste:

Daten := [[0, O, O], [O, -4, -4], [1, -4, 0], [2, 1, 0], [2, -2, 0]];
der Aufruf poly(Daten) liefert die Funktion

g(x) = 0,0125x4 + 0,025x3 — 0,15x2 + 0,8x; ihr Schaubild sieht so aus:

W

(Fig. 2)
b) Die Typen ews und swe
Auch hier gentigt es, nur einen Typ zu untersuchen; wir entscheiden uns fir ews. (...)

c) Der Typ ewewe
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(...)
2.3 Parabeln finfter Ordnung

(...)

2.4 Kurvendiskussion

Die geforderte vollstéandige Kurvendiskussion nehmen wir an der Funktion g mit
g(x) = 0,6x°>—3,75x4 + 6,1x3 — 0,75x2 + 1,8x

vom Typ wwewe vor. In Anlage 4.2 findet sich das zugehdrige Derive-Protokoll.

3 Diskussion

Wahrend der Arbeit ist uns aufgefallen, dal3 wir auch von den Ableitungen hétten ausgehen
konnen, um dann zu den Stammfunktionen aufzusteigen. Diesen Gedanken konnten wir aus
Zeitgranden nicht mehr durchfiihren.

4 Anlagen

4.1 Derive-Hilfsprogramm

wert(f, x, a) :=1imf, x, a)
h(n, x, k) := wert(vector(if(k
if(k
if(k

0, u”i,
1, i-un(i-1),
2, i-(i-1)-ur(i-2),7))),
i, n, 0, -1), u, x)
mat (Dat en) := vector(h(di mensi on(Daten) - 1, Daten i 2, Daten i 1),
i, 1, dinmension(Daten))
koef f (Daten) := mat(Daten)”(-1): el ement(Daten , dinmension(Daten’))
pol y(Dat en) := koeff(Daten)- - h(dinmension(bDaten) - 1, x, 0)

4.2 Derive-Protokall

#1: "Kurvendi skussion (Birte Birzel, Leo Lingen)"

#2: nn

#3: g(x) := 0.6-x"5 - 3.75-x"4 + 6.1-x"3 - 0.75-x"2 + 1.8
#4: ...

Ende der Facharbeit (Muster)

4 Vier Themenbeispiele

Als geeignet erweisen sich haufig Aufgaben, die in der Variation oder Veralgemeinerung
bekannter, im Unterricht bereits behandelter Themen bestehen. Besonders reizvoll sind Auf-
gaben, die Anlal3 zu einer (kleinen) mathematischen Entdeckung bieten.
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4.1 Sukzessive Tangenten

Die Tangente an den Graphen von f(x) = x* im Punkt P = (a| a’) schneidet die Kurve in genau
einem Punkt Q und bestimmt eine Flache F(P) zwischen Kurve und Strecke PQ.

Q

pd
S 2

(Fig. 3)

Wiederholen wir die Konstruktion, indem wir die Tangente in Q und ihren Schnittpunkt R mit
der Kurve sowie die Flache F(Q) zwischen Kurve und Strecke QR betrachten, so ergibt sich
eine interessante Beziehung zwischen den beiden Flécheninhalten. (1) Entdecken Sie diese Be-
ziehung, indem Sie z. B. von P = (- 1 | ?) ausgehen (Bild). (2) Fihren Sie die Rechnung mit
anderen Punkten P, Q, R durch und formulieren Sie eine allgemeine Behauptung beziglich des
Verhdtnisses von F(Q) zu F(P). (3) Nehmen Sie nun anstelle von f eine beliebige ganzrationale
Funktion dritten Grades und prifen Sie, ob Ihre Behauptung (bzw. Vermutung) auch hier gilt.
(4) Veralgemeinern Sie Ihre Uberlegungen auf Funktionen der Form ga(X) = x* mit beliebigem
redlema® 1undx 3 O, wobe Siega(x) =- (- x)* fir x < 0 setzen.

% .
(Fig 9

Losungshinweise: (1) Das Flachenverhdtnis ist, unabhangig vom gewahlten Anfangspunkt,
konstant (= 16). (3) Dies gilt sogar fur beliebige ganzrationale Funktionen dritten Grades
(Beweis etwa durch geeignete Skalierung). (4) Fur adle a* 0 schneidet die Tangente in
P = (a | ga(X)) den Funktionsgraphen in genau einem weiteren Punkt mit der Abszisse
-n(a) xa, wobel n(a) eine Nullgtellevon x a x* - ax - a + 1ig; siehe Fig. 4 fir a = 2/5. Das
Flachenverhdtnis ist auch hier konstant (= n(a)®*"); im obigen Fall a = 3 haben wir n(3) = 2,
Flachenverhdtnis 2* = 16 (Brown u. a. 1996).
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4.2 Grenzverhalten von g + g’

Gelteg(x) ® cund g’ (X) ® ¢ furx ® ¥ ; wobei wir annehmen, dal3 der Grenzwert ¢ bzw. ¢
entweder eine positive reelle Zahl (> 0), eine negative reelle Zahl (< 0), ferner O, +¥ , - ¥ oder
schliefich nicht-existent (?) sai. Es soll das Verhaten der Summenfunktion g + g’ fur ale 36
Paare (c, ') diskutiert werden. (1) Untersuchen Sie an geeigneten Beispielen zunéchst die Fal-
le,da3c >0,c <0Ooderc == ¥ ist, und zeigen Sie, dal hier ¢ = £ ¥ sein mul3. (2) Unter-
suchen Sienun den Fall ¢ =0, etwaan Beispidleng(x) I {In(x), 1 + 1/x, 1/x, - 1 + 1/x, - In(x),
sn(Ox)}. Legen Sie eine Tabelle an, in die Sie Ihre Ergebnisse eintragen. (3) Fassen Sie die
Ergebnisse in einem Satz zusammen, indem Sie folgende Aussage sinngemal3 erganzen: ,, Wenn
gx) + g(x) ® afirx ® ¥, dann ... “. (Beweisanleitung: Grenzverhalten von € xg(x) / €
nach De |’ Hospital, siehe Landau und Jones 1983).

4.3 Gleitstrecke mit Gecko

An der Wand lehnt eine ¢ = 5 [m] lange Leiter. Auf ihr sitzt Glnter, der Gecko; unten steht
Mathilde und zieht den Leiterful von der Wand weg, und zwar mit der konstanten Geschwin-
digkeit u. Die Leiter, und mit ihr Gunter, gleitet auf eliptischer Bahn abwarts (wie wir im
Unterricht bewiesen haben). Nun wird Glnter, der diesmal zu Beginn am Leiterful sitzt, eben-
falls aktiv und klettert mit der konstanten Geschwindigkeit v leiteraufwarts (d. h. in Richtung
Leiterspitze). Auf welcher Kurve bewegt er sich, welches ist der hdchste von ihm erreichte
Punkt (wenn Mathilde wie bisher den Leiterfuld von der Wand wegzieht)? Was passiert, wenn
Gunter von der Spitze der Leiter an abwarts klettert? Betrachten Sie zunéachst einen einfachen
Spezidfall (z. B. u=v =1 [m/g]) und stellen Sie die Leiterpositionen sowie Giinters Bahn
grafisch dar. Geben Sie die Kurven in Parameterdarstellung sowie a's Koordinatengleichung an
und diskutieren Sie |etztere.

Losungshinweise: Im genannten Speziafall ist die Leiterposition zum Zeitpunkt t durch die
Strecke PQ mit P = (t ] 0), Q = (0 | O¢® - t%) gegeben; die Parameterdarstellung der Gecko-
position ist x(t) = (1 - t/c) xt, y(t) = t/c xc? - t7).
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Parameterelimination zeigt: die Geckobahn liegt (im Fall ¢ = 5) auf der Kurve mit der Koordi-
natengleichung (x* + y?)* + 10x(x* - y?) = 0 (Fig. 6). Es handelt sich um ein gerades Dreiblatt;
vgl. Weth (1996).

85

-85

(Fig. 6)
4.4 Sehnen-erzeugte Flache

In einen Kreis vom Radius r sei eine Sehne eingezeichnet, die durch einen Punkt P in zwei
Tellstrecken der Lange a bzw. b geteilt wird. Wenn die Sehne einma im Kreis herumwandert,
beschreibt der Teilpunkt P einen weiteren (inneren) Kreis. Welchen Inhat hat die (Ring-)
Flache zwischen den beiden Kreisen? (1) Untersuchen Sie zundchst einen konkreten Fall (z. B.
r=>5 a=1, b=3)undfertigen Sie eine Grafik an. (2) Ein von dem englischen Mathematiker
Hammond Holditch im Jahr 1858 formulierter Satz lautet: ,Wenn eine Sehne der konstanten
Lange a + b in einer geschlossenen Kurve von einem Punkt P in zwel Strecken der Lange a, b
geteilt wird, hat die Differenz der von der Kurve und der Ortdinie des Teilpunkts erzeugten
Fléchen den Inhalt pab.” Bestétigen Sie den Satz am Beispiel einer Ellipse. (Die Ringfléche hat
eine interessante Form; stellen Sie sie grafisch dar.) (3) Der Satz gilt nicht fur jede Kurve bzw.
Sehne, sondern nur in einem gewissen ,Normalfall”. Finden Sie Beispiele, wo er nicht gilt und
zéhlen Se dieimpliziten (d. h. die von Holditch nicht explizit ausgesprochenen) Voraussetzun-
gen des Satzes auf.

Losungshinweise: Da zwel Kreissehnen in Strecken der Langen a, b bzw. r + ¢, r - ¢ geteilt
werden (Fig. 7), giltab = (r + ¢)(r - ¢) =r*- ¢ (siehe z. B. Coxeter und Greitzer 1983, S. 32;
auf diesen Satz kénnte man die Schiller ggf. hinweisen). Es folgt pab = pr® - pc?, d. h. der
Flacheninhalt des Kreisringsist pab.

-1.25

(Fig. 7)

Mittels Integralrechnung wird das gleiche Ergebnisim Fall der Ellipse (Fig. 8) bewiesen.
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Implizite Voraussetzungen: Die Kurve ist konvex; die Sehnen sind Tangenten, d. h. die innere
Kurve ist Hillkurve; die Sehne darf nicht zu lang sein und wandert nur einmal herum, die inne-
re Kurve ist einfach zusammenhéngend. Auf geeignete Gegenbeispiele konnen die Schiler hin-
gewiesen werden (Broman 1981). Das Studium der Sehnen-Hullkurven bietet weiteres interes-
santes Material zum Erkunden mathematischer Zusammenhéange.

5 SchlulZbemerkungen

Die vorgestellten Aufgaben entstammen samtlich innermathematischen Fragestellungen; win-
schenswert wéren auch auf3ermathematische Themen. Letztere sind indes noch schwerer zu
gewinnen und zu bearbeiten; sie sind von Natur aus offener und komplexer, weil der Prozef3
der Mathematisierung weniger determiniert ist als der der Losung eines innermathemati schen
Problems. Vielleicht konnen die hier mitgeteilten Beispiele eine Diskussion zum Thema ,, Fach-
arbeit* anregen und Anlald zum Finden weiterer Aufgaben sein.
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